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ЧИСЛЕННЫЕ  МЕТОДЫ  ИНТЕГРИРОВАНИЯ  ФУНКЦИЙ

Задачи, в которых требуется вычисление интегралов или производных функций, возникают почти во всех областях прикладной математики. Например, проблема численного дифференцирования функций встречается в методе Ньютона решения систем нелинейных уравнений; в методах решения обыкновенных дифференциальных уравнений, в задачах отыскания экстремумов функций одной и многих переменных и т.д. С другой стороны многие критерии оценки качества проектируемого изделия вычисляются с помощью определенных интегралов. С помощью интегралов вычисляются геометрические характеристики объектов и т.д.

Иногда удается найти аналитическую формулу для вычисления определённого интеграла или дифференциала функции, но значительно чаще этого сделать не удается. В таких ситуациях приходится применять различные методы численного интегрирования или дифференцирования функций.

Задача численного интегрирования функции заключается в вычислении определенного интеграла на основании ряда значений под интегральной функции.
Численные методы дают приближенное решение задачи. Это значит, что вместо точного решения и (функции или функционала) некоторой задачи мы находим решение у другой задачи, близкое в некотором смысле (например, по норме) к искомому. Основная идея всех методов - дискретизация или аппроксимация (замена, приближение) исходной задачи другой задачей, более удобной для решения на ЭВМ, причем решение аппроксимирующей задачи зависит от некоторых параметров, управляя которыми, можно определить решение с требуемой точностью. Например, в задаче численного интегрирования такими параметрами являются узлы и веса квадратурной формулы.

Численное вычисление однократного интеграла (интеграла от функции одной переменной) называется квадратурой, а двойного – кубатурой. Соответствующие формулы мы будем называть квадратурными и кубатурными.
Численное интегрирование (историческое название: квадратура) - вычисление значения определённого интеграла (как правило, приближённое), основанное на том, что величина интеграла численно равна площади криволинейной трапеции, ограниченной осью абсцисс, графиком интегрируемой функции и отрезками прямых, которые являются пределами интегрирования.

Необходимость применения численного интегрирования чаще всего может быть вызвана отсутствием у первообразной функции представления в элементарных функциях и, следовательно, невозможностью аналитического вычисления значения определённого интеграла по формуле Ньютона-Лейбница. Также возможна ситуация, когда вид первообразной настолько сложен, что быстрее вычислить значение интеграла численным методом.

В настоящее время разработано достаточно большое количество методов численного интегрирования функций, учитывающих различные особенности в постановке задачи. В этой лекции будут рассмотрены общие подходы к решению указанных задач. 

В каких случаях необходимо использовать численное интегрирование?

1. Интеграл не вычисляется аналитически:

2. Подынтегральная функция имеет сложный вид.

3. Подынтегральная функция задана таблично.

В основе численных методов лежат различные методы вычисления площади криволинейной трапеции, но мы рассмотрим только три из них:

· метод прямоугольников; 

· метод трапеций;

· метод Симпсона.

Метод прямоугольников. Отрезок интегрирования разбивается на несколько частей и строится ступенчатая фигура, которая по площади близка к искомой площади:

В данном примере проведено разбиение отрезка интегрирования [image: image1.png]


 на три отрезка:
[image: image2.png][2:3] [34], [4:5]



. Очевидно, что чем чаще разбиение (больше более мелких промежуточных отрезков), тем выше точность. «Ступенчатое» приближение является самым простым, и, видимо, поэтому довольно редко встречается в практических задачах. 

Метод трапеций. Идея аналогична. Отрезок интегрирования разбивается на несколько промежуточных отрезков, и график подынтегральной функции приближается ломаной линией:
[image: image3.jpg]



Таким образом, наша площадь (синяя штриховка) приближается суммой площадей трапеций (красный цвет). Отсюда и название метода. Легко заметить, что метод трапеций даёт значительно лучшее приближение, чем метод прямоугольников (при одинаковом количестве отрезков разбиения). И, естественно, чем больше более мелких промежуточных отрезков мы рассмотрим, тем будет выше точность. 

Метод Симпсона (метод парабол). Это более совершенный способ – график подынтегральной функции приближается не ломаной линией, а маленькими параболками. Сколько промежуточных отрезков – столько и маленьких парабол. Если взять те же три отрезка, то метод Симпсона даст ещё более точное приближение, чем метод прямоугольников или метод трапеций.
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Как вычислить определенный интеграл методом прямоугольников?

Очевидно, что прямоугольники можно построить многими способами, но стандартно рассматривают 3 модификации:

1) метод левых прямоугольников;
2) метод правых прямоугольников;
3) метод средних прямоугольников.

Запишем формулы в общем виде. Если функция [image: image5.png]f(x)



 непрерывна на отрезке [image: image6.png]


, и он разбит на [image: image7.png]


 равных частей: [image: image8.png]allnxnlln s




, то определённый интеграл [image: image9.png]2
[ 7@ydx



 можно вычислить приближенно по формулам:
[image: image10.png]:
[r@axsn- [+ 7+ G+ £ )]



 – левых прямоугольников;
[image: image11.png]2
[r@axes i (1) + G+ 7 )+ + £ ()]



 – правых прямоугольников;
[image: image12.png]2
Jireswn [/[xn +%]+/[x, +52]+/[x, +§]+ +/[m +ﬁ2ﬂ



 – средних прямоугольников,
где [image: image13.png]


 – шаг разбиения.

В чём их формальное различие? В первой формуле нет слагаемого [image: image14.png]


, а во второй - [image: image15.png]



Пример1
Вычислить приближенно определенный интеграл [image: image16.png]


 методом прямоугольников с точностью до 0,01. Разбиение промежутка интегрирования начать с [image: image17.png]


 отрезков.

Решение: во-первых, обращаем внимание, что интеграл нужно вычислить с точностью до 0,01. Что подразумевает такая формулировка?

Если в предыдущей задаче требовалось прОсто округлить результаты до 3 знаков после запятой (а уж насколько они будут правдивы – не важно), то здесь найденное приближённое значение площади [image: image18.png]fix

fdx
Sz



 должно отличаться от истины [image: image19.png]


 не более чем на [image: image20.png]£=0,01



.

И во-вторых, в условии задачи не сказано, какую модификацию метода прямоугольников использовать для решения. И действительно, какую?

По умолчанию всегда используйте метод средних прямоугольников
Почему? А он при прочих равных условиях (том же самом разбиении) даёт гораздо более точное приближение. Это строго обосновано в теории, и это очень хорошо видно на чертеже:
[image: image21.jpg]



Формула средних прямоугольников:
[image: image22.png]2
Jireswn [/[xn +%]+/[x, +52]+/[x, +§]+ +/[m +ﬁ2ﬂ



, где [image: image23.png]


 – шаг стандартного «равноотрезочного» разбиения [image: image24.png]allnxnlln s




.

Вычисления, как и в предыдущем примере, удобно свести в таблицу. 

Длина промежуточных отрезков, понятно, та же самая: [image: image25.png]


 – и очевидно, что расстояние между серединами отрезков равно этому же числу. 

Поскольку требуемая точность вычислений составляет [image: image26.png]£=0,01



, то значения [image: image27.png]


 нужно округлять «с запасом» – 4-5 знаками после запятой:
[image: image28.jpg]Y
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Вычислим площадь ступенчатой фигуры:
[image: image29.png]I #0,6- (1,2006 +0,9392 40,7982 +0,7087 +0,6462) = 0,6 - 4,2930 = 2,5758




Таким образом, по формуле средних прямоугольников:
[image: image30.png]jfﬁ 2,5758




Как оценить точность приближения?  Иными словами, насколько далёк результат от истины (площади [image: image31.png]


 криволинейно трапеции)? Для оценки погрешности существует специальная формула, однако, на практике её применение зачастую затруднено, и поэтому мы будем использовать «прикладной» способ:

Вычислим более точное приближение [image: image32.png]


 – с удвоенным количеством отрезков разбиения: [image: image33.png]10



. Алгоритм решения точно такой же: [image: image34.png]


.

Найдём середину первого промежуточного отрезка [image: image35.png]


 и далее приплюсовываем к полученному значению по 0,3. Таблицу можно оформить «эконом-классом», но комментарий о том, что [image: image36.png]


 изменяется от 0 до 10 – всё же лучше не пропускать:
[image: image37.jpg]245 275 3.05 333
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Вычислим суммарную площадь десяти прямоугольников:
[image: image38.png]g #0,3-(1,3064 +1,1160 +0,9885 + 0,8967 +0,8272 +0,7724 + 0,7280 40,6911+ 0,6600 + 0,6333) =
03-8,6196 = 2,5859





Таким образом, более точное приближение:
[image: image39.png]jfﬁ 2,5859




Теперь находим модуль разности между двумя приближениями:
[image: image40.png]|~ 25859 - 2,5758| = 0,0101




Поскольку разность [image: image41.png]


 больше требуемой точности [image: image42.png]£=0,01



, то снова удваиваем количество отрезков, находим [image: image43.png]


 и разность [image: image44.png]


, которая, очевидно, уже «уложится» в нашу точность: [image: image45.png]


.

Однако существует более эффективный путь решения, основанный на применении правила Рунге, которое утверждает, что при использовании метода средних прямоугольников мы ошибаемся в оценке определённого интеграла менее чем на  [image: image46.png]


 (! для методов правых и левых прямоугольников правило использовать нельзя!).

В нашем случае: [image: image47.png]200101 w0003 <&



, то есть требуемая точность на самом деле достигнута, и необходимость в вычислении [image: image48.png]


 отпадает.

Округляем наиболее точное приближение [image: image49.png]Iy % 2,5859



 до двух знаков после запятой и записываем ответ: [image: image50.png]I

w259
x



 с точностью до 0,01

Пример 2
Вычислить интеграл [image: image51.png]


 приближённо на [image: image52.png]


 отрезках разбиения:

1) методом левых прямоугольников;
2) методом правых прямоугольников;
3) методом средних прямоугольников.

Кстати, обратите внимание на принципиальную разницу: если в предыдущих примерах речь шла лишь об оценке погрешности, то здесь нам будут известны конкретные значения этих погрешностей (т.к. интеграл берётся, и мы достоверно знаем 4 верных цифры после запятой).

Пример 3: Решение: вычислим шаг разбиения: [image: image53.png]



Заполним расчётную таблицу:
[image: image54.jpg]03333 | 025
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Вычислим интеграл приближённо методом:
1) левых прямоугольников:
[image: image55.png]l*“l (140,5+0,3333+0,25+0,2+0,1667 +0,1429+0,125) = 2,7179



;
2) правых прямоугольников:
[image: image56.png]l*“l (0,5+0,3333+0,25+0,2+0,1667+0,1429+0,125+0,1111) = 1,8290



;
3) средних прямоугольников:
[image: image57.png]l*“l (0,6667+0,4+0,2857+0,2222+0,1818+0,1538+0,1333+0,1176) = 2,1612



.
Вычислим интеграл более точно по формуле Ньютона-Лейбница:
[image: image58.png]13
]ﬁ:om)‘?:m—mzm—o:mm2,197224577~2,1972
x




и соответствующие абсолютные погрешности вычислений:
[image: image59.png]4, = [2,1972-2,7179]= 0,5206
Ay =[2,1972-1,8290]= 0,363





Ответ: [image: image60.png]N=27179, 2)=1,8290, 3Hw=2,1612




[image: image61.png]9
[ﬁ: 92,1972, Aj=0,5206, A,=0,3683, A,=0,0360
ix




Как вычислить определенный интеграл методом трапеций?
Сначала формула в общем виде. 

Рассмотрим определенный интеграл [image: image62.png]I= i F@dx



, где [image: image63.png]f(x)



 – функция, непрерывная на отрезке [image: image64.png]


.  Проведём разбиение отрезка [image: image65.png]


 на [image: image66.png]


 равных отрезков:
[image: image67.png][EXENAETENNEAE N WA



. При этом, очевидно: [image: image68.png]


 (нижний предел интегрирования) и [image: image69.png]


 (верхний предел интегрирования). Точки [image: image70.png]Fgs Kpy Ky, Kgoeos Kgogs Ky



 также называют узлами.

Тогда определенный интеграл можно вычислить приближенно по формуле трапеций:
[image: image71.png]:
s [/(m 1)

+F )+ S () + +/(XH)}



, где:
[image: image72.png]


 – длина каждого из маленьких отрезков или шаг;
[image: image73.png]


 – значения подынтегральной функции в точках [image: image74.png]Fgs Kpy Ky, Kgoeos Kgogs Ky



.

Пример 1
Вычислить приближенно определенный интеграл по формуле трапеций. Результаты округлить до трёх знаков после запятой.
[image: image75.png]



а) Разбив отрезок интегрирования на 3 части.
б) Разбив отрезок интегрирования на 5 частей.

Решение:
а)        [image: image76.jpg]


   
По условию отрезок интегрирования нужно разделить на 3 части, то есть [image: image77.png]


.
Вычислим длину каждого отрезка разбиения: [image: image78.png]


. Параметр [image: image79.png]


, называют шагом.

Сколько будет точек [image: image80.png]


 (узлов разбиения)? Их будет на одну больше, чем количество отрезков:
[image: image81.png]n=x+h=2+1=3 xm=x+h=3+1=4 X th=4+1=5





Ну а общая формула трапеций сокращается:
[image: image82.png]:
s [/(m /)

+/(X,)+/(x2)}




Для расчетов можно использовать обычный микрокалькулятор, берем значения х и подставляем в функцию данную по условию, в выражение   «1 разделить на логарифм натуральный х»:
[image: image83.png]1
F)= @)= w1443
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Обратите внимание, что, в соответствии с условием задачи, все вычисления следует округлять до 3-го знака после запятой.

Окончательно подставляем, найденные результаты в формулу трапеций:
[image: image84.png]idiw [/(xm/(x;)
2

1,443+0,621
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С геометрической точки зрения мы вычислили сумму площадей трёх трапеций (см. рис. выше).

б) Разобьём отрезок интегрирования на 5 равных частей, то есть [image: image85.png]


. Зачем это нужно -    увеличивая количество отрезков, мы увеличиваем точность вычислений.

Если [image: image86.png]


, то формула трапеций принимает следующий вид:
[image: image87.png]2
[ i [/(m 1)

+F )+ S (x) +f (x) +/(m)}




Найдем шаг разбиения:
[image: image88.png]


, то есть, длина каждого промежуточного отрезка равна 0,6.

При чистовом оформлении задачи все вычисления удобно оформлять расчетной таблицей:
[image: image89.jpg]i 0 1 2 3 4 5
X 2 26 32 38 44 B
S [ 1443 1047 Joss0 0740 0675 0621





В первой строке записываем «счётчик», т.е. числа по порядку.
Как формируется вторая строка, думаю, всем видно – сначала записываем нижний предел интегрирования [image: image90.png]


, остальные значения получаем, последовательно приплюсовывая шаг [image: image91.png]


 к предыдущему значению.

По какому принципу заполняется нижняя строка, тоже, думаю, практически все поняли. Например, если [image: image92.png]


, то [image: image93.png]1
FGY=—L w0740
=138



.   В результате:
[image: image94.png]jdfxﬁ N [/(xm/(xg
2

Inx
_os [1,443+0,521
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Сравним результаты.  Если для 3 отрезков разбиения приближённое значение составило[image: image95.png]I, 2,664



, то для 5 отрезков [image: image96.png]I, w2617



. Таким образом, с большой долей уверенности можно утверждать, что, по крайне мере [image: image97.png]Iw2,6



.

Пример 2
Вычислить приближенно определенный интеграл по формуле трапеций с точностью до 0,001.
[image: image98.png]cos xdx





Решение: Разбиваем отрезок интегрирования на 4 части: [image: image99.png]



Тогда формула трапеций принимает следующий вид:
 [image: image100.png]:
s [/(m;/(x.)

+F () + S (x) +/(x3)}




Вычислим шаг: [image: image101.png]



Заполним расчетную таблицу:
[image: image102.jpg]i o 1 2 3 ®

] 04 06 [ 1 12

FG) [osssms [osma [oasss2 [oaso0 [ o





Таким образом:
[image: image103.png]o

cosxdx [0,38378+0,11324

502 +0,31744+0,24882+0,18010:|N0,19897 )
T+




Удвоим количество отрезков: [image: image104.png]



Вычислим шаг: [image: image105.png]



Заполним расчетную таблицу:
[image: image106.jpg]1 2 3 0 s G 2 B

X 04 [ 06 07 08 [ 1 L1 12
011324

FGo) |05 035103 | 0317aa [ 028327 | 02482 | 021435 | 0as0t0 | 014632





Таким образом:
[image: image107.png]cosxdx |:f(xn)+f(@)
2

ey +/(X,)+f(x2)+/(x3)+/(m)+/(x5)+f(xﬁ)+/(x7)}~

0,38378+0,11324 | (0,35103+0,31744+0,28327 +0,24882 +
w0 | 222 EE0I5A [P g § g 0,19898
{ [+0,21435+0,18010+0,14632 H : &




Оценим погрешность вычислений:
[image: image108.png][£, 1] % [0,19898 - 0,19897]




, таким образом, требуемая точность достигнута.
Примечание: и тем более она достигнута по правилу Рунге.
Ответ: [image: image109.png]


 с точностью до 0,001
Как вычислить определенный интеграл по формуле Симпсона?
Начнём с общей формулы
Рассмотрим определенный интеграл [image: image110.png]I= i F@dx



, где [image: image111.png]f(x)



 – функция, непрерывная на отрезке [image: image112.png]


.  Проведём разбиение отрезка [image: image113.png]


 на чётное количество равных отрезков. Чётное количество отрезков обозначают через [image: image114.png]


.

На практике отрезков может быть:
два: [image: image115.png]


       четыре: [image: image116.png]


              восемь: [image: image117.png]



десять: [image: image118.png]


             двадцать: [image: image119.png]



  

Внимание! Число [image: image120.png]


 понимается как ЕДИНОЕ ЧИСЛО. То есть, НЕЛЬЗЯ сокращать, например, [image: image121.png]


 на два, получая [image: image122.png]


. Запись [image: image123.png]


 лишь обозначает, что количество отрезков чётно. И ни о каких сокращениях речи не идёт

Итак, наше разбиение имеет следующий вид:
[image: image124.png]xonllm ) m mlo (5 o s 2 =2]




Термины аналогичны терминам метода трапеций:
Точки [image: image125.png]Ty B Ky By Ky g Kg s Ky



 называют узлами.

Формула Симпсона для приближенного вычисления определенного интеграла имеет следующий вид:
[image: image126.png]2
I/(X)dxNg[/(xn)‘r/(xh)ﬂ(f(ﬁ)+/(X.)+ + G HA )+ F () o f ()]



, где:
[image: image127.png]_-a)
™




 – длина каждого из маленьких отрезков или шаг;
[image: image128.png]


 – значения подынтегральной функции в точках [image: image129.png]Ty B Ky By Ky g Kg s Ky



.

Детализируя это нагромождение, разберу формулу подробнее:
[image: image130.png]F )+ f(xg)



 – сумма первого и последнего значения подынтегральной функции;
[image: image131.png]20/ () + S (&) +. 4 f (3 0))



 – сумма членов с чётными индексами умножается на 2;
[image: image132.png]A (x) + S () +. 4 f (Zgn))



 – сумма членов с нечётными индексами умножается на 4.

Пример 3
Вычислить приближенно определенный интеграл по формуле Симпсона с точностью до 0,001. Разбиение начать с двух отрезков [image: image133.png]



[image: image134.png]2
1= [i+2@ - Far
ia




Решение: Сразу обращаю внимание на тип задания – необходимо вычислить определенный интеграл с определенной точностью. 

Если у нас два отрезка разбиения [image: image135.png]


, то узлов будет на один больше: [image: image136.png]X, Xy Ky



. И формула Симпсона принимает весьма компактный вид:
[image: image137.png]]f(X)dm [F @)+ 1)+ 4 7(m)]




Вычислим шаг разбиения: [image: image138.png]pob-a)_@-12

27





Заполним расчетную таблицу:

[image: image139.jpg]i 0 T 2
N |12 16 2
(%) | 1466970 | 1422674 | 1




:

В верхнюю строку записываем «счётчик» индексов

Во второй строке сначала пишем нижний предел интегрирования [image: image140.png]


, а затем последовательно приплюсовываем шаг [image: image141.png]


.

В третью строку заносим значения подынтегральной функции. Например, если [image: image142.png]


, то [image: image143.png]Fx) =142 (16 - (16)° = 1422670



. 
Сколько оставлять знаков после запятой? Действительно, в условии опять об этом ничего не сказано. Принцип тот же, что и в методе трапеций, смотрим на требуемую точность: 0,001. И прибавляем дополнительно 2-3 разряда. То есть, округлять нужно до 5-6 знаков после запятой.

В результате:
[image: image144.png]2

s 2= Raxe

iz

[L466970 +1+4-1,422674 ] 1,087639 (L)





Первичный результат получен. Теперь удваиваем количество отрезков до четырёх: [image: image145.png]


. Формула Симпсона для данного разбиения принимает следующий вид:
[image: image146.png]]f(X)dm [F @)+ 7@+ 27 )+ 4(f )+ F ()]




Вычислим шаг разбиения: [image: image147.png]pob-a)_@-12

27





Заполним расчетную таблицу:
[image: image148.jpg]0

I

5

12

14

1.6
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1466970
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==





Таким образом:
[image: image149.png]2

s 2= Raxe

iz

[1466970 + 1+ 21422674 +4-(1475127 +1,283745 )]~ 1089854 (Z,)





Найдём абсолютное значение разности между приближениями:
[image: image150.png]£, - 1] [1,089854 -1,087689| = 0,002165




Правило Рунге для метода Симпсона. 
[image: image151.png]1

= 712\~ 0,002165=0,000144 <0,001



, и точность здесь уже не страдает:
[image: image152.png]2
I= ]N +2x° — Pdxw I, 1,089854 1,090
ia




Но можно использовать и более простое решение, где придётся сделать дополнительный шаг: так как [image: image153.png]1A



 больше требуемой точности: [image: image154.png]0,002165 > 0,001



, то необходимо еще раз удвоить количество отрезков: [image: image155.png]


.

Формула Симпсона растёт, как на дрожжах:
[image: image156.png]2
[ raax~ g[f(%% Fla)+ 2 )+ )+ S+ 4 )+ S )+ Fla)+ £ )]




Вычислим шаг: [image: image157.png]h

_G-a)
™

@-12)





И снова заполним расчетную таблицу:
[image: image158.jpg]i 0 1 2 4 B 3 7 s
N 12 3 [ 16 17 1s L9 2
f(x) | 1466970 | 147798 | 1475127 1422674 | 1366382 | 1283745 | 1166619 | 1





Таким образом:
[image: image159.png]I T 27 P B[ LAOSTT0 + 1+ 2. (1475127 +1422674 + 1287745 )+
A 2rt - -
+4-(LATHI8 +1457738 +1,366382 +1,166619 )

0l

(2466970 +8,363090 + 21,872948 )

32703008 =1,090100 (%)





Заметьте, что здесь вычисления желательно уже расписать более подробно, поскольку формула Симпсона достаточно громоздка:
[image: image160.png]0,1[1466970 +1+2- (1475127 + 1422674 +1,283745 )+

1,090100
+4-(L4T7498 +1457738 +1,366382 + 1166619 )




Оцениваем погрешность:
[image: image161.png]|£5 = 1,]%11,090100 -1,089854)= 0,000247




Погрешность меньше требуемой точности: [image: image162.png]0,000247 <0,001



. Осталось взять наиболее точное приближение [image: image163.png]Iy #1,090100



, округлить его до трёх знаков после запятой и записать:

Ответ: [image: image164.png]2
1= [\l+2@ - Raxm1,000
ia



 с точностью до 0,001

Пример 4
Вычислить приближенное значение определенного интеграла  [image: image165.png]€
1= [¥+3ax
4



 с помощью формулы Симпсона, разбив отрезок интегрирования на 10 частей. Вычисления проводить с точностью до третьего знака после запятой.

Решение: обратите внимание, что здесь следует провести лишь округление, а уж насколько точным окажется приближение – совершенно не важно.

Используем формулу Симпсона:
[image: image166.png]]f(X)dm [F )+ Fao)+ 27 () + 7w + Fz)+ () + 407 )+ F ) + 1)+ f )+ f ()]




При десяти отрезках разбиения [image: image167.png]


 шаг составляет [image: image168.png]



Заполним расчетную таблицу:
[image: image169.jpg]T 2 ] 5

E) 0 1
3464|2646 1732 2000
i 8 10

3 ] 5 [

3464 |4 5292 |6





Чтобы не пришлось «мельчить» и всё разборчиво вместилось на тетрадный лист – таблицу рациональнее сделать двухэтажной.

Вычисления, не ленимся, расписываем подробно:
[image: image170.png]Is %(4,359+s,245+2 (2,646-+1,732+2,646+4,359) +
+4-(3464+2+2+3,464+5,292) =

= %(10,604 +22,765+64,879) = % 98,248 32,749




Ответ: [image: image171.png]€
3+ 3an 32149
X




И еще раз подчеркну, что о точности здесь речи не идет. На самом деле, ответ может быть не [image: image172.png]32,749



, а, условно говоря, [image: image173.png]= 32,744



. В этой связи в ответе не нужно машинально приписывать «дежурную» концовку: «с точностью до 0,001».

